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Avant-Propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants de la filiere SMA (S3), résumant le
cours du module d’analyse 4. Le polycopié contient essentiellement les défini-
tions, les théorémes avec des exemples mais les démonstrations seront présentées
aux séances de cours. Donc, pour une bonne assimilation du cours la présence
de I'étudiant est indispensable. Les T.D ainsi que leurs corrigés se trouvent a
la fin du polycopié .

Le cours comprend quatre chapitres a savoir
1. Séries Numériques

2. Suite €4 Séries de Fonctions,

3. Séries Entiéres,

4. Séries de Fourier.



Chapitre 1

Séries Numeériques

1.1 Introduction

[’objet de ce chapitre dans lequel on considére des suites suites numériques, (u,,), est de
chercher a quelles conditions on peut donner un sens a Pexpression y -, u, . On associe pour
cela a la suite (u,) la suite (s,) définie par s, = > _;_,ux; on cherche alors des conditions,
en général suffisantes, sur la suite (u,) pour que la suite (s,) soit convergente. Lorsque
la suite (s,) est convergente, on peut se demander si les propriétés de commutativité et
d’associativité des sommes finies s’étendent & des sommes comportant un nombre infini de
termes.

L’étude des séries joue un role fondamental en analyse : les séries réelles permettent de
construire des nombres comme e qui ne sont ni rationnels ni méme algébriques (un nombre
algébrique est un nombre qui est racine d’une équation algébrique P(x) = 0 , ou P est
un polynome a coefficients entiers) et d’en calculer des valeurs approchées. Les séries de
fonctions conduisent a définir de nouvelles fonctions. Les séries entiéres et les séries
de Fourier, en particulier, sont & la base d’une partie importante de ’analyse : ’analyse
harmonique ou analyse de Fourier

1.2 Série convergente, série divergente

Définition 1.1 Soit (u,) une suite de nombres réels ou complezes, et, pour tout n € N, soit
Sp=Uy+u+ - +u, = Zijg u la somme des n + 1 premiers termes de cette suite.

Si la suite (s,) est convergente, on dit que la série de terme général u, (ou la série
> u, ) est convergente. La limite, notée s, de la suite (s,) est la somme de la série Y u,
. On écrit alors : s =Y Uy,

Si la suite (sy,) est divergente, on dit que la série de terme général u,, (ou la série > u, )
est divergente.

Le nombre s, = ug + uy + - - - + u, est appelé somme partielle d’ordre n de la série Y u,.

Exemples 1.1 1. Etude de la série de terme général u, = (=1)". On a, pour tout entier
n : Sy, =0 et sopy1 = 1. La suite (s,) n'a pas de limite et la série de terme général
un, = (=1)" est divergente.

1

NG

2. Etude de la série de terme général u, = . On a, pour tout entier n > 1, s, =



CHAPITRE 1. SERIES NUMERIQUES

1+ \/Lﬁ + -+ = /n. Donc la suite (s,) tend

1 S 1 N 1 n I n
vn T oy/noyn \/_ Vi
vers +00 et la série de terme général u, = T

ce cas, E

n>1

est divergente. On peut écrire, dans

3. Etude de la série de terme général u, = On a, pour tout entier n : ———5 =

n(n+1

(1 1
% — n_+1 et par suite la somme partielle s, = ; m = ; (E — k—+1> =

(-3 (-2

1 1 1 .
- — = 1———. La suite (s,) est convergente
n n+l n+1

et converge vers 1, donc la série de terme général u, = ﬁ est convergente et
1
>kt
n(n+1)

n>1

4. Etude de la série géométrique. On considére la série de terme généml u, = x" (appelée
série géométrique de raison v € R ) On a =1+az+2%+---+ 2" Dans le cas
oux =1, on a: s, =n. La suite (s,) tend vers +oo et la série dwerge Dans le cas
ot x =—1, on a: S9, =0 et Sopy1 = 1. La suite (s,) n’a pas de limite et la série de
terme général u, = (—1)" est divergente. Sinon, pour |z| # 1, on a : z, = * lx_n:. La
suite (s,) est convergente si et seulement si la suite " est convergente. On distingue
donc les cas |x| < 1 et |z| > 1. Si |z| > 1, la suite s, est divergente et la série diverge.
Si|z| < 1, la suite s, est convergente et a pour limite 0. La série géométrique Y a"
est convergente et a pour somme ﬁ Le reste, défini par s — s,, vérifie, pour tout

|Ji‘:1 et la convergence de la série est d’autant plus rapide que |z| est

entier n, |r,| <

petit. Pour tout x appartenant o Uintervalle | — 1,1[ , on a : Zn o X" —x.

1.3 Critéres de convergence des séries numériques a terme
positif

Proposition 1.1 Soit > u, une série a termes réel ou compleze, si la série est convergente
alors son terme général u, tend vers 0.

Par contraposé, si le terme général d’une série >, u,, ne tend pas vers 0 alors la série Y u,
est divergente (grossiérement).

Exemples 1.2 Les séries y_sinn, y In(2+ 1), Zelfn% sont divergentes (grossiérement)

Remarques 1.1 La condition de non convergence est nécessaire mais non suffisante. Si le

1
terme général tend vers 0 on n’a pas forcément la convergence de la série (>, —). C’est le

but de ce cours en fait, on cherche les conditions a imposer au terme général, qui doit tendre
vers 0, pour avoir une convergence de la série.

Proposition 1.2 (Critére de convergence de Cauchy) Soit > u, une série a termes
réel ou complexe, la la série est convergente si, el seulement si, la suite des sommes partielles
(sn) est de Cauchy.
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CHAPITRE 1. SERIES NUMERIQUES

Proposition 1.3 (Critére de comparaison ) Soient > a, et Y b, deuz séries a termes
positifs tels que , pour tout n € N, (ou & partir d’un certain rang n > ng) ) on a a, < b,. Si
la série > b, est convergente alors la série Y a, est convergente.

Par contraposé, si la série Y a, est divergente alors la série b, est divergente.

or la série de terme général —— est

1 1
Exemples 1.3 1. On a0 < 5 < n(n+1)

(n+1) n(n+1)’
convergente donc la série m est aussi convergente.

2. onat< L o<1, commela sériec harmonique Y. L diverge, il en est de méme pour
n n n

. 1
la série ) —» pour a <1

Proposition 1.4 (Critére d’équivalence) Soient > a, et Y b, deux séries a termes po-
sitifs tels que, a, ~ b, ( au voisinage de +00). Alors les séries Y a, et Y b, sont de méme
nature. i.e elles convergent ou divergent simultanément.

Proposition 1.5 (Critére de comparaison série-intégrale) Soient f : [0, +oo[— [0, +00]
+oo
décroissante. Alors la série Y f(n) et (x) dx sont de méme nature. i.e elles convergent
1
ou divergent simultanément.
1
Proposition 1.6 (Les séries de Riemann) La série de Riemann Z — est convergente
n
s, et seulement si, a > 1.
Proposition 1.7 (Comparaison avec série de Riemann) Soit > a, une série a terme
positif telle que , lim,,_, . n“a, = {. Alors on a,
1. Sil=0 et a>1 alors la série Y a, est convergente
2. Sil=+oo et <1 alors la série Y a, est divergente

3. 810 <l < 400 alors la série Y a, est convergente si et seulement si, o > 1

Proposition 1.8 (Critére de D’Alembert) Soit ) a, une série a terme positif telle que

. An+1
, limy, oo —— = (. Alors,
n

1. Sit <1 alors la série Y a, est convergente.
2. Si 0> 1 alors la série Y a, est divergente

3. Si € =1, on ne peut pas conclure, c’est le cas des séries de Riemann.

Proposition 1.9 (Critére de Cauchy) Soit > a, une série & terme positif telle que ,
limy, o0 /an = £. Alors,
1. Si <1 alors la série > a, est convergente.
2. 8i 4> 1 alors la série Y, a,, est divergente
3. 81l =1, on ne peut pas conclure, c’est le cas des séries de Riemann.
A1

Proposition 1.10 (Comparaison des deux critéres) Soit (a,) une suite positive, silim, =

¢ alors lim,,_, | o {/a, = (. La réciproque est fausse.

Un+1

Preuve 1.1 Pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n = ng, [ —e < <l+e. Par

Unp
cor s im A/ Uy (I — )0 =
n—oo

I —e et lim up(Il+e)"m0 =1+ ¢e . Donc il existe ny > ng tel que pour n > ny,

n—o0

[ —2e <u, <l+2, dou le résultat.

récurrence, on en déduit : Un, (1 —€)" " < Up < Upy(I+)"7"

M. MOUSSA o



CHAPITRE 1. SERIES NUMERIQUES

1.4 Séries & terme quelconque

Définition 1.2 (Séries absolument convergente) On dit que la série Y a, est absolu-
ment convergente si la série Y |a,| est convergente.

Si la série > a, est dite semi-convergente si elle est convergente sans étre absolument
convergente.

Proposition 1.11 Si la série Y a,, est absolument convergente alors elle est convergente.

Proposition 1.12 (Critére de Leibniz) Soit (a,) une suite positive décroissante vers
Alors la série alternée Y (—1)"a, est convergente. de plus si s désigne la somme de cette
série, alors on a,

81 <8385 < - S8 08 < 83 S 8p

+00

p=n+1<_1)pap vérifie |ry| < Upq

et, le reste d’ordre n, r,, = s — s, =

Théoréme 1.1 (Critére d’Abel) Soient Y a, et > b, deuzr séries telles que
1. a, > 0 et décroit vers 0.
2. 3M >0,Yq>p>0, |by+bpe1 +---+0by| <M.

Alors la série Y ayb, est convergente et por tout n |r,| < May4q .

Lemme 1.1 Soit Sy, Si, Sa, -+, Sp et ag, a1, -+ , ap, apy1 des nombres complexes. Alors
p
Z Sn(an+1 + Z an — S 1) Spap+1 — Soay.
= n=1

En particulier, si S, = by + by + - -+ + by, alors

Z Z S Cln+1 + S pAp+1 = Z S an+1) + Spap.

n=0
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Chapitre 2

Suite & Séries de Fonctions

2.1 Suite de fonctions

Définition 2.1 (Suites de fonctions a valeurs dans K, (K = R ou C)) FEtant donné un
ensemble E, on note F(E,K), l'espace vectoriel des fonctions de E a valeurs dans K. Une
suite de fonctions numériques définies sur l'ensemble E est la donnée d’une suite d’éléments
de F(E,K). C’est a dire qu’une suite de fonction est une application de

N — F(EK)
fnEF — K

Remarques 2.1 Ne pas confondre la suite de fonctions (f,) € F(E,K) avec la suite nu-
mérique, (f,(z)) € K, pour un x fizé.

Définition 2.2 (Convergente simple) Soit (f,) une suite de fonctions numérique. On
dit que

1. la suite (f,) converge en un point © € E lorsque la suite numérique (f,(z)) converge.

2. la suite (f,) converge simplement sur A C E si, pour tout x € A, la suite (f,(x))
converge.

3. on définit ainsi sur A une fonction f : x — f(x) appelée limite simple de la suite
(fn) sur A.

4. On a alors f, — f simplement sur A si, et seulement si,
Vee A, Ve>0, dngeN, Vn>ny, |fulz)— f(z)<e. (2.1)

Cette limite simple sur A est bien sir unique (si elle existe) puisque pour chaque x € A | la
limite de (f,(x)) est unique.

Exemples 2.1 (Convergence simple) 1. fu(x) = 1+ £ converge simplement sur R
vers la fonction constante égale a 1.

2. fu(x) = 2™ converge simplement sur|—1,1] vers f définie par f(x) =0 six €] —1,1]
et f(1) = 1. Elle ne converge pas pour les x &) — 1, 1].

x

3. fulx) = (1 + E) converge simplement sur R vers f définie par f(z) =e
n

7



CHAPITRE 2. SUITE & SERIES DE FONCTIONS

4. fulx) = e ™ converge simplement vers la fonction nulle sur ]0,+oo[, f,(0) = 1
converge vers f(0) =1 et diverge pour x < 0

Définition 2.3 (Convergente uniforme) Soit (f,) une suite de fonctions numérigue. On
dit que la suite (f,) converge uniformément vers la fonction [ sur A C E, si la suite
fn — [ au sens de la norme de la convergence uniforme dans l’espace F(E,K). C’est a dire

Ifn = flloo = SuPyeu | fu(x) — f(z)] = 0.

Ce qui est équivalent a dire que,
Ve >0, dng €N, Vn>ng, sup|fu(z)—f(z)<e
T€EA

ou encore,
Ve>0, dngeN, Vn>ng, VreA |fu(z)—f(z)<e. (2.2)

Remarques 2.2 (Différence entre les deux convergences) La différence entre conver-
gence simple et convergence uniforme sur A, c’est-a-dire entre [’équation (1) et l’équation
(2), est que dans (1) le ng dépend de € et de x alors que pour que (2) soit vérifié, il faut un
no dépendant de € mais commun (uniforme) a tous les x € A .

Proposition 2.1 Si (f,) converge uniformément vers f sur A alors (f,) converge simple-
ment vers f sur A. La réciproque est fausse en général.

Remarques 2.3 (Etapes pour montrer la convergence uniforme) L ’équation (2) four-
nit une méthode pour prouver une convergence uniforme sur A (resp. une convergence non
uniforme sur A) :

1. FEtude de la convergence simple pour trouver la fonction limite f.
2. Calcul de a, = sup e, | fo(z) — f(x)].

3. Démonstration que la suite (a,) converge vers 0 (resp. ne converge pas vers 0). Il sera
parfois plus rapide de majorer (resp. minorer) a, par une suite a, qui tend vers 0
(resp. qui ne tend pas vers 0).

Exemples 2.2 (Convergente uniforme) 1. fu(r) = 14 £ converge uniformément
vers fonction constante égale 6 1 sur tout intervalle [—a, a], a quelconque positif, mais
pas sur R.

2. fu(x) = 2™ converge uniformément sur |—a, a] vers la fonction nulle. mais ne converge
. P - - A n __
uniformément ni sur [0, 1] ni méme sur [0, 1[ car sup,¢o (2" = 1 pour tout n.

€T n
3. folx) = (1 + E) converge uniformément vers f(x) = e* sur tout compact de R mais

non sur R tout entier.

2.2 Continuité, intégrabilité et dérivabilité de la limite
d’une suite de fonctions

[’exemple de f,(x) = 2™ sur [0, 1] montre que la convergence simple ne suffit pas a assurer
la continuité de la limite. Par contre, la limite uniforme I’assure.

M. MOUSSA 8



CHAPITRE 2. SUITE & SERIES DE FONCTIONS

Théoréme 2.1 (Théoréme de continuité) Soient I un intervalle de R non réduit a un
point et (f,) une suite de fonctions de I dans R (ou C). Soit a € I . On suppose que :

1. Pour tout n € N (a partir d’un certain rang suffit), f, est continue en a (resp. sur
I).
2. (fn) converge uniformément vers f sur I.

Alors f est continue en a (resp. sur I).

Remarques 2.4 Si une fonction limite simple d’une suite de fonctions continues, n’est pas
continue, alors la convergence n’est pas uniforme.

Théoréme 2.2 (Théoréme d’interversion de limite et d’intégration) Soient [a,b] un
intervalle fermé de R et (f,) une suite d’applications continues de [a,b] dans R ou C, qui
converge uniformément sur [a,b] vers f (continue d’aprés ce qui précéde). Alors la suite

b
(/ fu(2) dX> a une limite et on a :

nl_i)rfm/abfn(x)dx:/abngrfoofn(x)dx:/abf(:c)dx

Remarques 2.5 On dit aussi que la convergence uniforme sur [a,b] permet d’intervertir
limite et intégration.
La aussi la limite simple ne garantit pas linterversion limite-intégration.

Théoréme 2.3 (Théoréme de dérivabilité) Soient I un intervalle de R non réduit a un
point et (f,) une suite de fonctions de I dans R (ou C). Soit a € I . On suppose que :

1. Pour tout n € N (a4 partir d’un certain rang suffit), f, est dérivable (resp de classe
C') surI.

2. La suite (f]) converge uniformément sur tout compact de I. On note g la fonction
limite de (f]) sur 1.

3. Il existe xg € I tel que la suite f,(zo) converge.

1. La suite (f,) converge uniformément sur tout intervalle fermé borné [a,b] contenu
dans I (localement uniformément sur I) . On note f la limite de la suite (f,) sur I.

2. f est dérivable (resp. de classe C') sur I et f' = g C’est a dire

(lim fn)/: lim f!(z)

n—-+4o0o n—-+40o

f

Proposition 2.2 (Interversion limite-limite) Soit (f,) une suite de fonctions conver-
gente uniformément sur I vers une fonction f. et soit xy € R U Foo appartenant a I (c’est-
a-dire dans I ou sur son bord). On suppose que, pour tout n € N, la fonction f, admet une
limite finie a,, quand x — x¢ dans I. Alors, (lim,,_, . a,) eziste et lim,e; ., f(x) eziste et

on a
i, (o)) = i (L, 0)

M. MOUSSA 9




CHAPITRE 2. SUITE & SERIES DE FONCTIONS

2.3 Série de fonctions

Définition 2.4 Soit (f,) une suite de fonctions d’un intervalle I de R (ou d’une partie de
C ) et a valeurs dans R ou C. On notera Y, f, la série de fonctions associée et (S,) la suite
des fonctions somme partielle associées : pour x € I, S,(x) = > p_y fu(®) et S0 fulx) =
1My 4005 ()

Définition 2.5 (Convergence simple) La série > f, converge simplement sur I sila
suite de fonctions (S,) converge simplement sur I.

La fonction limite sera alors notée S ou Z::a n, €t appelée somme de la série . On notera

cS : .y . . 4 .y .
> fa — S . A la différence des suites de fonctions, la fonction limite de la série sera en
sur

général difficile a exprimer. S a en général une existence "théorique”.

La fonction R,, reste partiel au rang n , est définie sur I si et seulement si la série de
fonctions Y f, converge simplement sur I.

En désignant par S sa somme : R, = S — S, soit Ry(z) = 3,2 | fu(z) converge simple-
ment sur I vers S si et seulement si la suite (R,) converge simplement sur I vers 0.

S 55 e S50
Définition 2.6 (Convergence uniforme) La série (> f,) converge uniformément sur I
si la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur I.

Ainsi, Toute série de fonctions qui converge uniformément sur / converge simplement sur I.

Proposition 2.3 Soit (Y f.) une série de fonctions qui converge simplement. Alors elle
converge uniformément si et seulement si la suite des restes partiels (R,) converge unifor-
mément vers la fonction nulle.

Dans le cadre des séries de fonctions, la convergence uniforme sera plus difficile a établir
directement, car en général, nous ne disposerons pas d’une expression simple de R,,.

Proposition 2.4 (Critére de convergence uniforme des séries de fonctions alternées)
Soit (> fn) une série de fonctions définie sur I telle que, pour tout v € I, la série numé-
rique (> fn(x)) soit une série alternée dont le terme général décroit en valeur absolue vers

0. Si la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur I, la série (D> f,) converge
uniformément sur I.

Preuve 2.1 Pour tout x € I, la série numérique (D fn(x)) est une série alternée dont le
terme général décroit en valeur absolue vers 0. On peut donc appliquer la majoration du
reste : |Rp(x)| < |fos1(z)| < supy|fu(z)| = an. Or, la suite (f,) converge uniformément
vers 0, donc a, — 0. a, est un magjorant uniforme de R, qui tend vers 0, donc la série
(>° fn) converge uniformément sur I .

Définition 2.7 (Critére de Cauchy uniforme des séries de fonctions) On dit que la
série (> fn) est uniformément de Cauchy sur I lorsque la suite (S,) des sommes partielles
vérifie le critéere de Cauchy uniforme pour les suites de fonctions, c’est-a-dire :

Ve > 0,aN e N,Vg > p > N = sup |fpr1(x) + fpro(x) +-- -+ fo(z)| < ¢
zel

M. MOUSSA 10



CHAPITRE 2. SUITE & SERIES DE FONCTIONS

Proposition 2.5 (Critére de Cauchy uniforme) La série (Y f,) converge uniformément
sur I si et seulement si (D>, f,,) est uniformément de Cauchy sur I.

Proposition 2.6 (Critére d’Abel pour les séries de fonctions) Soit (f,) une suite de
fonctions définies sur un intervalle I. On suppose que pour tout x € I, f,(x) = a,(x)v,(x)
avec

1. (vy,) est une suite décroissante de fonctions positives sur I el qui converge uniformé-
ment vers 0 ;

2. (an) est une suite de fonctions vérifiant :
dM > 0,Yne NVe €I, |ag(x)+ar(z)+- - +ay(x)]| <M
alors, la série (> fn) converge uniformément sur I.

Définition 2.8 (Convergence normale d’une série de fonctions) La série >’ f, converge
normalement sur I si la série numérique () a,) converge sur I ol a, = sup,¢; | fn(x)|-

Remarques 2.6 La série Y f, converge normalement sur I s’il existe une série numé-
rique (> by,) telle que a,, < b, et qui converge sur I. Dans la pratique c’est ce qu’on utilise
en général.

Proposition 2.7 (Convergence normale implique convergence uniforme) Si la sé-
rie > fn converge normalement sur I alors elle est uniformément convergente sur I.
2.4 Propriétés des séries de fonctions

Proposition 2.8 (Interversion limite-somme) Soit (> f,,) une série uniformément conver-
gente sur I et soit xy € R U Foo appartenant o I (c’est-a-dire dans I ou sur son bord). On
suppose que, pour tout n € N, la fonction f, admet une limite finie a, quand xv — x¢ dans

I. Alors, (> an) converge et

+oo +o0o
P, (Z fn<l’>> =3 (L, )

n=0
Exemples 2.3 1. On a : La série Zﬁ converge uniformément sur R. VnN*,
n?+x
1
falz) = admet une limite en +o0o. Donc la somme f(x) = >

n2 + z2’ nzl p2 4 2

admet une limite en +o0o et on a Uinterversion limite somme :

li = 1i = =0
dm @) = lm D — =Dl o

1
2. Soit Uapplication ((x) = ) -, définie sur |1,4+00[. On a¥n > 1, z — s admet
1
une limite en 1 mais la série ZnZIIimm_hLoo = anl - diverge. Donc, la série

((z) = > >, ne converge pas uniformément sur |1, +ool.

M. MOUSSA 11



CHAPITRE 2. SUITE & SERIES DE FONCTIONS

—nx —nx
(&

3. Soit Uapplication g(x) = > o, —— définie sur |0,4+o00[. On aVn > 1, v —
=t n

n

. : L : e " L.
admet une limite en 0 mais la série ) -, lim, - = Yot - diverge. Donc, la
—nx

s € . .
série Y -, —— ne converge pas uniformément sur |0, +o00].
=t on

Remarques 2.7 Pour appliquer le théoreme il n’est pas nécessaire de vérifier la convergence
uniforme de la série Y_ f, sur I tout entier mais juste au voisinage de a.

On peut utiliser ce théoréeme pour montrer qu’une série n’est pas uniformément conver-
gente.

2 2
soit lapplication f(x) = ——— définie sur R. On a Vn € N*, f,(x) = ——
( ) anl TL2—|—I2 ) n( ) n2+x27
22
admet une limite en +oo, mais la série Y - lim, T Y ns1 1 = 400 diverge.
72
Donc, la série 2@1 R ne converge pas uniformément sur R.

Proposition 2.9 (Continuité de la série des fonctions) Soit (> f,.) une série de fonc-
tions. Si la série (> fn) est uniformément convergente sur I et si chacune des fonctions f,
est continue en xo € I, alors la fonction Y7 fn(z) est continue en .

Corrolaire 2.1 Soit (f,) une suite d’applications continues d’un intervalle I & valeurs dans
R ouR; si (O fn) converge uniformément vers [ sur tout intervalle fermé borné de I, alors
la somme de la série est continue sur I .

Proposition 2.10 (Interversion somme intégrale) Soit (f,) une suite d’applications conti-
nues d’un intervalle I dans R et soient a et b deux éléments de I vérifiant a < b. Si la série
(3" fn) est uniformément convergente sur [a,b] et a pour somme f, alors [ est continue donc
intégrable sur [a,b] et

/abf(x) ax = / (i fn(:c)> ax — i (/ £() dX) |

Proposition 2.11 (Primitive d’une série de fonctions) Soit (f,) une suite de fonc-
tions continues sur I et a,b € I avec a <b. On suppose que (Y_ f,) converge uniformément
sur [a,b]. Alors : la série (> F,,) définie par F,(z) = fab fn(t) dt converge uniformément sur

la, b] vers
/: (g fn(t) dt) = g (/ax fa(t) dt)

Proposition 2.12 (Interversion somme dérivée) Soit (f,,) une suite d’applications d’un
intervalle borné I dans R ou C. On suppose :

1. il existe xo € I tel que la série numérique en Y, fn(x) soit convergente ;

2. pour tout n € N, f,, est dérivable sur I et la série (> f) converge uniformément sur
1.

M. MOUSSA 12



CHAPITRE 2. SUITE & SERIES DE FONCTIONS

Alors, la série (Y fn) est uniformément convergente sur I et sa somme et dérivable et on a

+00 ! +00
(Z fn(x)> =3 filw)

Proposition 2.13 (Dérivation de la somme d’une série de fonctions) Soit (f,) une
sutte d’applications d’un intervalle I dans R ou C . On suppose que :

1. il existe xo € I tel que la série numérique (> fn(x0)) soit convergente ;

2. pour tout n € N et pour tout fermé borné K inclus dans I, f, est dérivable sur F et
la série (3> f!) converge uniformément sur F.

Alors, la série (Y fn) est uniformément convergente sur I et sa somme est dérivable sur I

et on a,
(Z fn(fv)> =3 i)

Proposition 2.14 Soit (f,,) une suite de fonctions de C* telle que,
1. pour tout j tel que 0 < j <k —1, la série ) féj) converge simplement sur I ;
DY fﬁk’ converge uniformément sur I ;

Alors, S f.(x) est de classe C* et on a, pour tout 0 < j < k

+oo () +o0o
(z fn(x)> _ 3 o

M. MOUSSA 13



Chapitre 3

Séries Entiéres

3.1 Définition d’une série entiére

Définition 3.1 (Définition d’une série entiére) On appelle série entiére une série du
type > anz", 0t (an)nen est une suite de réels ou de complexes, et z désigne une variable

compleze.
+00

La somme est la fonction qui & tout complexe z tel que . a,z" converge, associe E a,2"
n=0

Etant donnée une série entiére S a,2", la premiére question qui se pose est celle de son
domaine de convergence, c’est a dire ’ensemble des complexes z tels que la série converge.

Dans le plan complexe, on appelle disque (ouvert) de centre zy et de rayon en r 1’ensemble
des complexes tels que |z — zp| < 7. On le note D(zp, ), donc D(zo,7) = {2 € C, |z—z| <
r}.

Si zgp = 0 on note D, le disque D(0,r)

Proposition 3.1 Soit r un réel strictement positif. S’il existe M tel que pour tout n, |a,|r™ <

M, alors pour tout z € D,, la série entiére Y a,z" est absolument convergente.

Preuve 3.1 Si |a,|r™ n’est pas borné, la série Y |a,|r" diverge.
Supposons que |a,|r™ soit magjoré par M, en remarquant que,

n n

|anzn’ = |anrn|

VA
<M‘—
.

pry

n
converge. Ce qui donne la convergence

z z
—| < 1 etla série M ‘—
. 2 M

absolue de la série Y anz" sur le disque ouwvert D, par comparaison des séries.

par suite, si |z| < r donc

3.2 Rayon de convergence

Définition 3.2 (Rayon de convergence) On appelle rayon de convergence de la série en-
tiere Y a,z" le réel R > 0 défini par :

R = sup{r > 0, (Ja,|r") est borne}.

Le disque Dpg est appelé disque de convergence de la série entiére »  a,z".

14



CHAPITRE 3. SERIES ENTIERES

Proposition 3.2 Le rayon de convergence R de la série entiére Y a,z" est donné par la

formule :
1
— = limsup {/|a,| = inf sup {/|a,|-
R pEN n>p

n—-+0o

Preuve 3.2 Supposons que R est strictement positif et fini. Les cas R =0 et R = 400 se
traitent de la méme maniére.

Ezaminons la suite (|a,|r™) dans les deux cas 0 <r < R et r > R.

Cas ot 0 < r < R : Dans ce cas la suite (|a,|r") tend vers 0, puisque la série > a,r™ est
absolument convergente. Donc il existe ng tel que pour tout n > ng, |a,|r™ < 1. Or :

1
lap|r <1 = apr < 1= |a,] < -.
r

. . . 1 . .
Ceci est vrai pour tout n > ng, donc limsup,,_, . V/|a,| < —. Comme ceci est vrai pour tout

r
r < R, on en déduit :

1
limsup v/ |a,| < =

n—-+o0o

Cas ot r > R : Dans ce cas la suite (Ja,|r™) n’est pas bornée, par définition de R. Donc
pour tout N, il existe n > N tel que |a,|r"™ > 1. Or :

1
lan|r™ > 1= a|r > 1= /]a| > —.
r

Mais si une infinité parmi les n, {/|a,| sont supérieurs a *, alors limsupn — +o00{/|a,| >

T

—. Comme ceci est vrai pour tout r > R, on en déduit :
r

1
limsup {/|a,| > i

n——+00

La proposition 1.2 rappelle évidemment le critére de Cauchy. Or le critére de d’Alembert
est plus facile a appliquer en général. Pour toutes les séries que l’on rencontrera en pratique,
le corollaire suivant suffit a déterminer le rayon de convergence.

Corrolaire 3.1 Soit (a,) une suite telle que

converge. Le rayon de convergence de

n

n

la série entiére Y  a,z" est donné par

1 I
— = l1m
R n—-+0o00

Ap+1
G,

Proposition 3.3 Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R. On définit les
quatre ensembles :

1. By ={r e R, tel que (a,r™) borné},

2. By ={r e R", tel que a,r"™ — 0},

3. B3 ={r e R, tel que > a,r™ converge },

4. Ey={r e RT, tel que > a,r™ absolument convergente },
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CHAPITRE 3. SERIES ENTIERES

Alors : [0,R[C Ey C E3 C Ey C E; C [0,R], et R est la borne supérieure de ces quatre
ensembles.

Proposition 3.4 Soient Y a,z" b,2", des séries entieres. On note R, et Ry leur rayon
n s n< a b

de convergence respectif. On définit la série somme > s,2" des deuz séries Y apz" , > bpz"

par S, = a, + by, pour tout n € N, en notant le rayon de convergence de la série somme par

R, alors on a

1. 5% Ra 7é Rb, Rs = min(Ra, Rb),
2. SiR,=Ry,=R, R;, > R,

Proposition 3.5 Soient Y a,2" et Y b,2" deux séries entieres de rayon de convergence R,
et Ry respectivement. Alors :

1. (ng €N, VYn>ng, |an| <|bu|) = Ra > Ry,

2. (FaeR, k>0, IngeN, VYn>ng a,| <Eklb|n®) = R, > Ry,
3. (Ja€eR, a,~bn*) =R, >Ry,

4. (ap, ~b,) = R, = Ry

3.3 Propriété de la somme d’une série

Proposition 3.6 Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R, alors Y a,z"
est normalement convergente sur Dy (sur | — R, R[ dans le cas réel).

Proposition 3.7 Soit Y a,2™ une série enti¢re de rayon de convergence R, alors > na,z"""

2" ont le méme rayon de convergence que la série Y. a,z"

Donc, la somme d’une série entiére est de classe C™ sur | — R, R[. De plus,
+oo
f®(z) = Zn(n —1)---(n—k+1)z""
n=k

x 1+00
/ Za”tndt_zn+1 2"

Définition 3.3 Soit xg € R et R > 0 (R = +00). On dit que g est développable en série
entiere en ro sur |xg — R, xo + R, si pour tout z €]rg — R, xo + R],

+oo

g(x) = Z an(x — x0)".

n=0

Cette identité est le développement en série entiére de g.
Un simple changement de variable permet de se ramener o des développements en série
entiere en (.

Proposition 3.8 La fonction g est développable en série entiére en xo sur|zo— R, xo + R|,
si et seulement si la fonction f : x — g(xg + x) est développable en série entiére en 0 sur

|- R, R.
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Proposition 3.9 (Développement en série entiére) Si f est développable en série en-
tiere sur | — R, R| , alors son développement est

+o0
F(0)
= ; w

Définition 3.4 Si f est indéfiniment dérivable sur | — R, R[, on appelle série de Taylor de
(n)
f enOlaserzer ( )

Remarques 3.1 Si f est développable en série entiére sur |— R, R|, alors f est indéfiniment
dérivable au voisinage de 0, et donc admet un développement limité en 0 & toul ordre. Le
développement limité a ordre n de f est la somme partielle d’ordre n de sa série de Taylor.

(n)
f(x)=f0)+ f(0)z+--+ / n‘(o)x" + o(x™).

Malheureusement, la réciproque est fausse : il peut se faire que f admette un développement
limité a tout ordre au voisinage de 0, sans que [ soit somme de sa série de Taylor.

Proposition 3.10 Soit f une fonction de classe C"™' sur | — R, R[. Alors pour tout v €
|—R,R[on a:
£(0)

n!

f(x) = f(0)+ fD(0)z + -+ 2"+ (),

avec

n!

ra(z) = /0 TE =" gy g,

Preuve 3.3 Intégrons r,(z) par parties,

mw) = [T e
(n)
LIPS

Proposition 3.11 Si f est indéfiniment dérivable sur | — R, R[ et s’il existe M et a positifs
tels que pour tout n et pour tout x €] — R, R|,

[f® ()] < Ma",
alors f est développable en série entiere sur | — R, R|.

Proposition 3.12 (Cas de fonctions pairs ou impairs) Si une fonction paire se déve-
loppe en série entiere, tous les termes d’indices impairs de son développement s’annulent.

De méme, si une fonction impaire se développe en série entiere, tous les termes d’indices
pairs de son développement s’annulent.

Proposition 3.13 On a le développement en série entiere des fonctions usuelles suivantes :
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e*+e”* X 2
2. coshz:T :Z n)’ Vz € C,

— +00
—e* 22n+1

3. sinhz=——— = ——, VzeC(,
S = 2 ; nt )l 7
ix —ix +oo 2n
e te n T
4. COST = T = ;(—1) m, Vl’ € R,
—ix 2n+1
5. sinx = = v
sinxr — Z 2n+1 ', T e

R =400
R = +o0.
R = +o0.
R = +o00.
R, R = +4o0.

Proposition 3.14 On a le développement en série entiere des fonctions usuelles suivantes :

—Zx = —In(1 —2) Z—n

+o0 +o0o
1

2. => (-1t =h(l+a) =) (1)

n=0 n=1

R=1.

—+o0 —+o0 o2n+1
1 1 1l+=x x
3. = n - ] = R=1.
1— 22 nzf” ) 2“(1—9[;) ;02”*1

lm—n, R=1.
n

1 +oo 2 +oo p2ntl
4. T :;}(—1) jarctanx—;(—l) T R=1.
M. MOUSSA 18



Chapitre 4

Séries de Fourier

4.1 Deéfinition d’une série de Fourier

Définition 4.1 (Série trigonométrique) On appelle série trigonométrique réelle, toute
série de fonctions de la forme :

+oo
% + ; a, cos nwz + b, sin nwzx, (4.1)

avecx € R, w> 0, a,, b, € R, pour tout n dans N.

Remarques 4.1 Le probleme qui se pose naturellement est de déterminer [’ensemble A tel

que la série (1) soit convergente pour tout x € A.

. .. . . 2km
Si la série converge en x, elle converge aussi pour tout point de la forme v + —.

2k
Si la série (1) converge sur R tout entier, on aura f(x) = f (x + —W)
w

En conclusion, les propriétés sutwantes sont équivalentes :
1. La série trigonométrique (1) converge dans R.
2. La série trigonométrique (1) converge dans [0, 27 /w]
3. La série trigonométrique (1) converge dans [o, o + 27 Jw], Voo € R
Proposition 4.1 (Convergence de la série trigonométrique) Siles séries numériques

> an et > b, sont absolument convergentes alors la série trigonométrique (1) est normale-
ment convergente sur R ; donc absolument et uniformément sur R.

Proposition 4.2 Si les suites numériques (a,) et (b,) sont décroissantes et tendent vers 0,

L L 2km
alors la série trigonométrique (1) est convergente pour tout x # —.
w

Exemples 4.1 (forme complexe d’une série trigonométrique) En partant de

einwx + e—inwx einwx o e—inwx
cosnwr = ———,  sinnhwr = :
2 24
ap — an . an + an . ao P
En posant, ¢, = —— sin € N et ¢, = —5 st —n € N avec ¢y = > la série

tnwT

trigonométrique (1) devient alors che . Cette derniére expression est appelée forme

nZ
complexe d’une série trigonométrique.
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CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER

4.1.1 Calcul des coefficients de la série trigonométrique. Cas réel

Mettons nous dans les conditions de convergence uniforme de la série trigonométrique (1)
et posons

+oo
flz) = % + ; ay, cos kwx + by, sin kwx

.. . . . 2 .
En multipliant par cosnwx, puis par sinnwz et en intégrant sur |0, — | On obtient alors
w

les coefficients par les expressions suivantes

27 2m
a, = f/ f(z)cosnwxdx, b, = c_u/ f(z) sinnwz dx
T Jo T Jo

Remarques 4.2 (Cas des fonctions 2r-périodique) En particulier si w = 1, cas des
fonctions 2mw-périodique, alors,

1 2m 1 ™
a, = — f(z) cosnwrdx = — / f(z) cosnwx dx
T Jo TJ n
et
1 27 ‘ 1 T .
b, = — f(z)sinnwrdx = — f(z) sin nwz dx
T Jo T ) x
—+00 '
Remarques 4.3 (Calcul de ¢,) On a f(z) = Z cre™* en multipliant par e”™ et
k=—oc0

27
en intégrant sur l(), —} , on trouve que, Yn € 7,
w

2
w ¥ —inw
Cp = %/0 f(z)e™ " ax

4.2 Séries de Fourier

Définition 4.2 (Définition d’une série de Fourier) Soit f : R — R une application
périodique de période T = 2mw. On suppose que [ |f(t)|dt converge sur un intervalle I =
T

[,  + 27]. On appelle série de Fourier associée a f, la série trigonométrique :

+oo
% + Z (a, cosnx + b, sinnw)

n=1

avec,

1 2m 1 2w
a, = —/ f(z)cosnxdx, b, = —/ f(z)sinnx dx
T Jo T Jo

Remarques 4.4 Deuz questions se posent :
1. La série de Fourier associée o f est-elle convergente ?

2. En cas de convergence, peut-on dire que la série converge vers f ¢
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Définition 4.3 (Fonctions C' par morceau ) 1. Une fonction f : [a,b] — C est dite
continue par morceau sur [a,b] si f est continue sur [a,b] sauf éventuellement en un
nombre fini de points ot f admet des limites a gauche et & droite. On note, f(x™1) et
f(z™) les limites a droite et a gauche de x respectivement.

2. f :]a,b] — C est dite C' par morceau sur [a,b] si f et f' sont continues par mor-
ceauz sur [a,b]. On note f'(z) et f'(x7) les dérivées a droite et & gauche de f en x
respectivement.

Théoréme 4.1 (Théoréme de Dirichlet) Soit f une fonction de R dans C, C' par mor-
ceauz. Alors, la série de Fourier de f converge simplement sur R et a pour somme en tout

[T+ fz7)
2

cette méme fonction en tout point ou f est continue. De plus on a ’égalité de Parseval

point de R, . En particulier la série de Fourier d’une fonction converge vers

T

w [ az 1 R
| |f($)|2dwzzo+52(@i+bi): Z |cn]?

n>1 n=—00

N

Lemme 4.1 (Lemme de Lebesgue) Soient a, b deux réels tels que a < b. Soit f : [a,b] —
C continue par morceaux. Alors

b
/ ft)e™dt — 0, X — +oo

Preuve 4.1 1. La propriété est immédiate lorsque f = 1.

2. Par utilisation de la relation de Chasles, la propriété est vraie lorsque f est en escalier
sur [a, b).

3. Par densité des fonctions en escalier, si f : [a,b] — C continue par morceaux, pour
Ve > 0, il existe une application en escalier g : [a,b] — C telle que ||f — gl < €.

Preuve 4.2 (Démonstration Théoréme de Dirichlet) Soit f : R —— C, T-périodique,
de classe C' par morceaus. On a, pour tout n € N et pour tout x € R,

n n T
tkwx 1 2 —tkwu tkwx
5.0 = S act = 304 [ fwe ey
k=—n k=—n -2
1 2 f( ) i tkw(x—u) d
= — U e u
T _% k=—n
1 /=% "
v=zxr—u) = —— T —v e dv
( ) f( ) >
T x-i—% k=—n
1 % "o
périodicité) = — r—v ekv gy
( 7/,
2 k=—n
1 2 - ikws
(s =—v) = T f(:c—irs)Ze ds
T
-2 k=—n
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1
Le noyau de Dirichlet vérifie la propriété, T D,(v)dv =1
(7]
Fa) + fa)

On obtient ainsi, pour tout n € N, pour tout v € R, f =

2
Ry gy (LU ESL SR LAET L) PR
Pour x fixé, introduisons la fonction
o = LT IEN U= 1),
et
iy~ LE=0 = [+ (a0 =)

2

g €st continue par morceaur Sur [—%,0[ et sur }O, %} et il n’y a qu’un nombre fini de

discontinuités. Puisque f est C* par morceauz sur R, alors

f<$C+U)—f($+> :f/($+), lim f(QI—U)—f($+) —f/(l'_)

lim =
v—0F v v—0+ v
1A
Done, lim,_,o+ g, (v) = fat) = fle ), de méme,
w

lim f(ZE B U) _ f(er) _ —f,<l’+), lim f(I‘ + U) B f(xi) f’(l’_)

v—=0~ v v—=0~ v
f'@”) = f'(«")

D’aprés le lemme de Lebesgue,

] B o 4 T T
Done, lim,_,o- g, (v) = . Ainst,g, est continue par morceaur Sur [—5,5}.

Nl

Snf()—f:%/ gx(v)sin((n—i-%)wv) dv — 0, n — 4o

Exemples 4.2 (La fonction impaire f(z) = 1 sur |0,7[) Développer, aprés justification,

n

en série de Fourier f et en déduire la valeur de la série Z 1
n

, puis celles des séries
n>0

S S e i
(2n +1)2 n?’

n>0 n>0
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CHAPITRE 5. TRAVAUX DIRIGES

T.D :d’analyse 4, Série N°1 : Séries numériques & Suites
et séries de foncions

Exercice 1 Donner la nature des séries numériques suivantes

" an —n® 2n_|_3n
Z(nj_1>, Z n+1 Zsmn Z Ze , (a>0) Ze , Z4n+5n.

Exercice 2 En utilisant les critéres de convergence, étudier la nature des séries numériques
dont le terme général u, est donné par :a >0, x>0, a € R

n Inn

n n n 1
x—, a"v2r+1lnn, n(n+l)a”, wu,= n ( ne ) , <1+§) , (n

4np!’

! 2n+1 n Inn)»’  (lnn)"
ne n n nolnn n¢ n \/ﬁ + cosn na(ln n)ﬁ

Exercice 3 Soit (u,) une suite positive, montrer que lim,,_, o “ZII =/{=lim, , o YU, =
24 (=)

o ou [’exemple,

0. Veérifier que la réciproque est fusse en considérant I’exemple u,, =

a,b>0ug=a, u; =b uy, = a™b" et ugy4, = a"b"t

—1)"
Exercice 4 On se propose d’étudier la série de terme générale u, = %
n _ n

1. Peut-on applique le critére de Leibniz pour la série > up,

2. Soit Y u, une série dont le terme général u, tend vers 0. Soit > v,, avec v, =
Uy + Uant1. Montrer que les séries > u, et Y v, ont méme nature.

(="
IyEnD

3. En déduire la nature de la série de terme général

Exercice 5 Soit a € R, on pose u, = n%e™".

1. Montrer que la série > u, est convergente,
x

. . . . €
2. en déduire la formule des croissances comparées lim, ., — = +00
x

Exercice 6 Etudier la nature des suites de fonctions suwivantes, f,(z) = e ™, gn(z) =

xe ™, hy(x) = smnx} kn(z) = na™Inz, avec k,(0) = 0, {,(z) = arctan rn
x>0

pour

Exercice 7 1. Montrer que la série f(z) = Z(—l)”yc”+1 Inx, pour x > 0 avec f(0) =0
n>0
est uniformément convergente sur [0, 1]

—1)"

sur |0, 4o0].
n+x

2. Etudier Uexistence, la continuité et la dérivabilité de la fonction Z
n>0

Exercice 8 FEtudier la convergence simple et uniforme des séries de fonctions de terme
—nx —nx

et up(x) =

général u,(xr) = 5
n
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Exercice 9 On pose pour x >0, S(x) = Z ‘
n

1.
2.
3.

4.

— (="

— nl(z +n)
Justifier que S est définie et de classe C' sur ]0, +o0.
Préciser le sens de variation de S.
Etablir que zS(z) — S(x +1) = !

Donner un équivalent de S en +oo. Donner un équivalent de S en 0.

Exercice 10 (Ezercice 1 du contrdle final Session Janvier 2017 On considére la

série de fonction >, fn(x) ot fn(z) =
1.
2.

T
ne(1+ na?)

Etudier la convergence simple de la série de fonction . f.(z).

. . 1
Montrer que la convergence est normale sur R si, et seulement si, a > R Pour la

sutte, on suppose 0 < a < 5

Montrer que la convergence est localement normale sur R.

On pose R, ( Z fn(x). Vérifier que R, (z) >

k>n+1

Zk‘ n+1 \/_( +kl‘2)

5. En déduire que la série n’est pas uniformément convergente sur |0, €|, pour tout e > 0

6. On pose f(x) =3, 51 falz).

(a) Montrer que, pour tout o > 0, f est continue sur |0, +ool.

1
(b) Montrer que, si o > 3 alors f est continue sur [0, +ool.

i

V(L + tz?)

1
(¢c) Pour 0 < a < 3 et x>0, on pose g(t) = pour t € [1,4o00[. Montrer

e )2 [ o d.

+oo
(d) Calculer/ g(t)dt.
1

(e) f est-elle continue en 0.

Exercice 11 (Ezxercice 2 du rattrapage session Février 2017) On considére la série

de fonctions S(x) = Z ﬂ

ST +n
1. Vérifier que S est bien définie sur I =] — 1, +o0].
2. Montrer que S est continue sur I.
3. Montrer que S est dérivable sur I, calculer sa dérivée et en déduire que S est stricte-
ment croissante sur I.
4. S est-elle de classe C*.
5. Par un encadrement de S, calculer les limites de S en —1 et +o0.
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T.D. d’analyse 4. Série N°2 Séries entiéres

Exercice 12 1. Détermaner le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
n2 n Inn 2n n" 3n —n? _dn n? : n
g —2", E —2z", g — 2", E e "2 E z E sinnz".
4n n? n!
n>0 n>1 n>0 n>0 n>0 n>0
sinn n+1 . cos(na)
2" E In x", sine "z", E —a",
n n n
n>0 n>0

2. Montrer que pour tout v € R les séries enticres Y~ an2" et Y o n“ap2" ont méme
rayon de convergence.

3. Soient ) . an2" une série entiére de rayon de convergence R et zg € C. On suppose
que Y <o an2y est semi-convergente. Déterminer R.

Exercice 13 On considére la série entiére suivante :

U
Zn(n2+3n+2)x ’

n>1

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série et étudier le comportement aux
bords de l'intervalle de convergence,

2. Identifier, dans leurs intervalles de convergence, les séries suivantes :

CU" L, (et
2

n>1 n>1

(_1)n71 n
T
(n?2+3n+2)

3. Détermaner, dans son domaine, la fonction g
n
n>1

Exercice 14 Ezprimer a ['airde des fonctions usuelles les deux séries entiéres suivantes tout
en précisant intervalle de convergence :

—+00 “+o00
x4n+1 m4n+3

—~ dn +1 —~ 4dn+ 3

Exercice 15 Donner la valeur des séries numériques, aprés avoir justifier leurs existences,

+o0 n +oo

> Zme > G

c~ (2n+1)(2n +2)’ £~ (n+1)(2n+1)
100 ind

Exercice 16 On considére la série entiére : Z "
n=1 n
1. Donner le rayon de convergence de la série,
o= sin(nd)

2. Donner la valeur la série numérique g

n
n=1
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Exercice 17 Soit (a,) une suite de nombres réels déterminée par la donnée de ses deux
premiers termes ag = 0, ap = 1 et la relation de récurrence : Nn > 2, a, = ap_1 + Gp_1. On
consideére la série entiére | a,2", on note R son rayon de convergence.

1. Montrer que l'on a pour n>1,0 < a, < 2" '. En déduire un minorant strictement
positif pour R.

2. On pose ¥z € D(0, R), Zan . Montrer que U'on a : (1 — 2z — 2% f(2) = 2.
En déduire un majorant pour R
3. Calculer explicitement les coefficients a,, et déterminer alors R.

+oo 3n
Exercice 18 On consideére la série entiére E (3 )
n

On note ' sa somme dans le disque de convergence D(0, R).
Montrer que la fonction satisfait a une équation différentielle linéaire et homogeéne a coef-
ficients constants du troisieme ordre. En déduire ’expression de F.

Déterminer son rayon de convergence.

2?2 — 6z +5
(x —2)2(20 — 1)
tout en précisant le domaine de convergence de la série.

Exercice 19 On pose f(z) =

Développer en série entiere la fonction f

Exercice 20 Donner le développement en série entiére, en précisant le rayon de conver-
gence, de la fonction f(x) = (1 4+ x)*, a € R\N. Donner alors le développement en série
entiere la fonction arcsinx et arccosx.

> dt
Exercice 21 Calculer de deuz fagons différentes f(x) = / T voo2t En déduire la
o l—uxzcos

2
valeur de 'intégrale de Wallis W,, = / cos™ t dt.
0

Exercice 22 (Premier exercice de la session du rattrapage Février 2017)
oo 2n+2
x

; nn+1)2n+1)

1. Calculer R, rayon de convergence de la série S(x).

On considére la série entiére suivante S(x) =

2. Donner la nature de la convergence de la série S sur [—R, R).
1
X(X+1)(2X+1)
pour tout x €] — R, R[ sous sa forme la plus simple possible.
1
n(n+1)2n+1)’

3. En décomposant la fraction rationnelle Calculer la somme S(z),

4. En déduire la valeur de la série Z en rappelant le théoréme utilisé.
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T.D. d’analyse 4. Série N°3 : Séries de Fourier

—t
Exercice 23 Soit f : R — R la fonction, impaire, 2n-périodique définie par f(z) = T 5
sur 10, 7]

1. Préciser la convergence de la série de Fourter de f. La convergence est-elle uniforme ?
2. Calculer la série de Fourier de f.

3. En déduire la convergence et la valeur des séries numériques,

sinn 1
2 s

n>1 n>1

Exercice 24 Soit f : R — R la fonction, paire, 2n-périodique définie par f(x) = x sur
[0, 7).

1. Calculer la série de Fourier de f.

2. Etudier la convergence simple ou uniforme de la série de Fourier de f.
3. Déterminer,

1 1
2 21y

n>0 n>0

4. En déduire

1 1
2o 2

n>0 n>0

Exercice 25 Soit f : R — R la fonction 2m-périodique telle que f(x)

= €e* pour tout
x €] —m, 7).

1. Caleuler les coefficients de Fourier exponentiels (complexes) de la fonction f.

2. étudier la convergence (simple, uniforme) de la série de Fourier de f.

3. En déduire les valeurs des sommes

—1)" 1
PR S

2
n 1
n>0 n>0 +

Exercice 26 (Deuxiéme exercice de la session de Janvier 2017 ) On donne la fonc-
tion g, 2m-périodique, paire, définie sur [0, [ par g(x) = g —
1. Justifier le développement en série de Fourier de la fonction g.

Donner les valeurs des séries sutvantes, apres avoir justifier leurs existences.

1 —1)" 1 —1)"
Loy 5L

)
n? n*
n>1 n>1 n>1

On pose maintenant G la fonction primitive de g qui s’annule en 0. Montrer que G
est continue est 2w-périodique.

4. Justifier le développement en série de Fourier de la fonction G.
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5. Donner les valeurs des séries suivantes, aprés avoir justifier leurs existences.

3 _=0r L
= (2n+41)3’ = nb
Exercice 27 (Troisiéme exercice de la session de rattrapage Février 2017) Soit
f R =R la fonction 2n-périodique, impaire, définie par f(x) =1 sur]0, x| et f(r) =0
1. Donner la nature de convergence de série de Fourier de la fonction f.
2. Donner les valeurs des séries suivantes :

(1) 1 1 (—1)!
2ot X X X w

n>0 n>0
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Corrigé de la série 1 du T.D d’analyse 4
Octobre 2017.

n n
Solution de ’exercice 1 Le terme général de la série <?> ne tend pas vers 0, par
n
1

n 1 n nln (1— )
suite la série diverge. En effet, (nL—l—l) = (1 T 1) =e n+l1 — e L £0.

Pour la série m, on remarque d’abord que son terme général peut s’écrire de
n(n

l 1 1 1
aformen(n—l—l)_ﬁ_n—i-l

S, :i;:i<l—L):1—Lqui converge vers 1. La série est donc
T k(k+l) =k kL n+1

1
convergente et de somme égale a 1. — =1.
nzzl n(n+1)

ce qui permel de considérer la suite des sommes partielles

+1
effet, la suite sinn admet Uintervalle [—1,1] comme ensemble de valeurs d’adhérence, donc
elle dwerge.
St a <0, le terme général de la série de Riemann ne tend pas vers 0 et la série diverge.

n n
Le terme général de la série (—) ne tend pas vers 0, par suite la série diverge. FEn
n

1 . . .
Pour a > 0, Z — est de méme nature que l'intégrale généralisée de Riemann car la fonc-
n

. 1 . . . 4
tion — est positive et décroissante sur [1,+00[. Donc, pour o > 0 la série converge si, et
x

+00
seulement si, l'intégrale généralisée / — c’est a dire si, et seulement si, o > 1.
. T

la série E e " = E (e7*)". C’est une série géométrique, par suite elle converge si, et

n>0 n>0
. . . no 1 e
seulement si, e < 1, ce qui est vrai pour tout o > 0. De plus, E e =7 i
n>0

Pour o > 0, comme la série est a terme positif, on peut appliquer les critéeres de conver-
gence, dans ce cas, on remarque, par exemple, que lim,_,, . n’e™" — 0, pour tout B € R.
Pour conclure la convergence de la série on doit choisir un [ > 1, pour utiliser le théoréeme
de comparaison. Donc la série est convergente pour tout a > 0. St a < 0, le terme général
ne tend pas vers 0, la série diverge.

Pour la derniére série, le terme général est positif et équivalent, au voisinage de ['infini, a

3\" . . 3 .
(5 , terme général d’une série géométrique et comme R < 1 la série est donc convergente.

Solution de ’exercice 2 Auzx quatre premiéres séries, on appliquera le critére de D’Alem-

bert, elles sont a terme positif, on alors

2"t pl ) x n

, x
=0, le série ) — converge pour Va > 0.
n!

im ———— = lim
n——4-00 (n + 1)! . n—otoon + 1

I a"™/2n 1+ 1n(n + 1)
im
n—r=+00 a™/2" + 1lnn

1
diverge pour a > —. Pour a = —, le terme général devient

V2 V2
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diverge.
Pour la troisiéme série, lim (n+Dn+2)In(n +1)
n—-+00 n(n+1)Inn
converge, elle diverge pour a > 1 et si a = 1, le terme général devient n(n + 1) qui ne tend
pas vers 0, par suite la série diverge.
Pour la quatrieme série, on a

= a. Donc, s1 0 < a <1 la série

Y (n+ )"t pn Y 1 /n+1\" € 1 ILa séri
im = lim - = - . La série converge.
n—too 4"l (n + 1)14™n] notod \ n 4 J
Utilisons le critére de Cauchy pour les séries de terme général
nr \" ninn 1 0 l
— ), , . On a alors,
2n + 1 (Inn)»" (Inn)»
lim = —. La série converge s1 0 < x < 2, diverge si x > 2. Pour x = 2,
n—+400 2n+1 2
L 2n " 1 L. .
le terme général — e 2 #0. La série diverge.
2n+1
Inn 1 Inn (lnn)2
. n " . nn . € n ..
lim = lim = lim =0 < 1. La série est donc convergente.
n—-+0o (ln n)" n—+oco NN n—+oo Inn

1 n 1
lim [— = lim — =0 < 1. La série converge.
n—+oo \ (Inn)” n—+oo Inn

. L. T\ . L.
La série de terme général (1 + —) est divergente car son terme général tend vers e* > 0.
n

- n .. . . .. .
Le terme général positif —— est équivalent a —. Par suite la série converge si, et
n n% 2

seulement si, o — % > 1. C’est a dire a > %

. . 1 . .
Le terme général positif 1 — cos% est équivalent 4 —— . Par suite la série converge.

. o 1 1 1 o .
Le terme général négatif In (cos— ) =In{1——+o0( — est équivalent ¢ ——.
n 2n? n? 2n?
Par suite la série converge.

. . In(n*+1)
Pour la série de terme général —————=, on remarque que pour tout 3 > 1, on a
n
. In(n?+1) . In(n? +1) .
lim,, 4 oo nﬁw = lim,, — g = 0, car alnn — B — 400, par la proposition
de comparaison la série converge (B > 1).
_ . sinnf o
Pour la série de terme général . On distingue 3 cas.
] sin nf ;.
Premzier cas o > 1, dans ce cas — | < —. Donc la série converge absolument.
n n

Deuxiéme cas o < 0, dans ce cas le terme général ne tend pas vers 0 et la série diverge
grossierement.
.. . . 1 .
Troisiéme cas 0 < a < 1, dans ce cas on utilisera le critére d’Abel. Comme — décroit
n
vers 0, il reste o vérifier que les sommes partielles de la suite sinnf sont bornées. Pour cela,

on fait appel & la somme compleze des sommes partielles de la suite géométrique de raisone®.

On obtient alors,
1— eme
1—e® |

\1+ei9+---+e“"‘”9|:’ , 0 &2nZ

M. MOUSSA 31



CHAPITRE 5. TRAVAUX DIRIGES

On alors pour tout 0 & 27 et tout nN

1

|sinf +sin 20 + - - - + sinnf| < 7

sin —

!

1
|1+ cosf + cos26 + - - - + cosnb| < 7
sin —
d

‘ , sin né cosnb
par suite les séries, E ” et g S sont convergentes pour tout 0 < o < 1 et tout
n n
n>1 n>1

0 & 2n.
Remarquez que pour 6 € 217 la premiere série est nulle et la deurieme devient la série
harmonique qui est divergente.

Les deux série sont semi-convergentes dans ce cas 0 < o < 1. Car en supposant que les
2
cos” nb

séries convergent absolument et comme on a cos?>nf < |cosnf| la série E
n>1

1 — cos2né o . cos2nd ,
— et la série de terme général ——— est aussi conver-
n

gente on trouve que la série E — converge comme somme de deuz séries convergentes. Ce
n
n>1
qui est absurde car pour a < 1, les séries de Riemann sont divergentes.

. converge
n

aussi, mais on a cos’nl =

) . sin nf cosnb
Conclusion Les séries E et 5 — sont absolument convergentes pour

ne n
n>1 n>1
a > 1, semi-convergentes pour 0 < o < 1 et divergentes pour o < 0.
,COSTL cosn

Pour la série de terme général (—1) ( ce n'est pas une série alternée car n’est

n
pas monotone) on remarque que (—1)" = cosnm par suite (—1)"cosn = cosn(m + 1) et
comme 7w+ 1 & 217 la série converge d’apres ['exercice précédent.

cosn

V/n +cosn’
utiliser les équivalences, mais plutot développer le terme général pour approfondir ’étude.

On procéde alors comme suit, on a

cosn cosn 1 cosn cosn  cos’n 1
= cosm | =~ (1— + Tof~
Vvntcosn  yno| 14 Vn

Pour étudier la série de terme général série a terme quelconque, donc ne pas

Donc,

\/ﬁ+cosn: vn n n2

cosn ; . 4 L 4 o cos’n
est le terme d’une série semi-convergente d’aprés un exercice précédent,

Vn n

cos™ n

3
n?2

cosn cosn  cos’n  cosn ( 1 )
— 0

Or,

w

est le terme, positif, d’une série qui diverge, toujours d’aprés un exercice précédent,

e

. 1

est le terme d’une série absolument convergente, c’est le méme cas pour le terme o (—3 .
nz2

Par suite on a la somme de trois terme dont la série converge et un quatrieme terme positif
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dont la série diverge, donc la série est divergente, bien que son terme général est équivalent
cosn

G

La série de terme général

dont la série est convergente.

T qu’on appelle série de Bertrand, diverge grossiérement
nein” n
sta<0oua=0epB <0, 8ot alorsa >0 ouaa =0 et > 0. Dans ce cas la série se

“+o0o
v T d , 4
comporte comme [intégrale généralisée de Bertrand / — 5 qui est convergente si, et
3 % x

seulement si, « > 1 ou =1 et > 1.
Solution de I’exercice 3 Montrons la proposition suivante

lm 2 = lim = L

n—-+4oo Uy, n—-4o0o

Pour montrer ce résultat on utilisera la proposition suivante (moyenne de Césaro) si u, — ¢
Uy +ug + -+ Uy Ny

alors la suite v, =

Up,
Supposons > 0 et appliquons cette proposition, la suite In ( +1) — In/{ done,
Unp,

Ug+1 1 Ukt
- In =—1 = —In— In¢ Yy, —> L
z ( ) nn<HUk> T e g

k=1

Si 0 =0, pour tout ¢ > 0, AN e N, Vn > N, 0 <

< e c’est a dire que u, < cu,_1 <
Up—1
1

n=-N = N ..
- < e" Nuy <. On obtient alors < ,"/un < € n oup, en passant & la limite on trouve

que 0 < lim, o Vu, < hmnﬁﬁoa n uN = ¢ ceci étant vérifié pour tout € > 0 donc

hmn—H-oo \/ n =0.

2+ (—=1)" 1 3 1 V3 1
Considérons la suite u, = L, ona — <u, < —. Donc, - < Yu, < L_ N

2n 2n 2n’ 2 2 2
Par suite, lim,,_, o /U, = = exzste

Un+1 A . . . .
Quant o la suite, ——, en conszdemnt ses sous-suies paire et impaire, on trouve que
n

1 3
U2n+1 2n+41 1 . U2n+2 2n+2 3 . .
— 2 3 == suite constante et — 2 1 =5 suite constante, les sous-suites
Uy, 6 U2y 41 2
922n 22n+1

. . . N .. . . . unJrl ..
paire et impaire n’ont pas la méme limite c’est a dire que la suile n’a pas de limite

n
alors que la suite /u, a en a une.

Méme chose pour Uezemple, a,b > 0 uy = a, u; = b ug, = a"b" et ugypr = a™b" L. En
considérant les sous suites paire et impaire de /u,, on obtient, X/us, = (a™b™)zn = Vab et

241 U1 = (a”b”“)ﬁ = Vab x b3n — \/ab. Donc la suite 3/u, converge vers v ab.

Un+1

Pour la suite, ——, ces deux sous-suites paires et impaires ont des limites différentes, en
n

Uon+1 U2n 42
ffet, ——— =b et —

u
= a done la suite —=% nadmet pas de limite.

Uan, U2n+1 Unp,

(=D"
+ (1)
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1. On ne peut pas appliquer le critere de Leibniz car la suite u, = W n’est pas
n R
décroissant et L >
écroissante, en effet, us, = et u = — > Ugy.
’ y U2n 2n+1 2n+1 m 2n
k—
2. On pose v, = Ugp + Unt1, 0N @ Sp(v) =Y 1o (Uog + Usky1) = Sons1(w).

Supposons la série Y v, convergente donc la suite des sommes partielles S, (v) converge
par suite Sa,y1(u) converge aussi et comme Sop(u) = Sopiq1(u) — uspyy et la suite u,
converge vers 0, donc us,11 converge aussi vers 0, donc So,(u) est aussi convergente
et a méme limite que Soni1(u), la suite des somme partielles S,(u) converge ainsi la
série > u, est convergente.

Supposons maintenant la série Y u, converge, alors la suite des sommes partielles
Sn(u) converge aussi et donc Sopi1(u) = S, (v) converge ¢’est a dire que la série v,
converge.

(="

Appliquons ceci a notre exemple anz elle est de méme nature que la

n+ (=1)»
série de terme général Z ! — i = —Z ; cette série a terme
g Ze\m+1 2m) & mnrl)

. . 1 . . .
négatif équivalent a 2 terme d’une série de Riemann convergente, par suite la
n

—1)"
série Z # est aussi convergente.
n+(—1)»
n>2

Solution de ’exercice 5 Considérons la série Y n“e™"

1. La série est convergente, soil en remarquant que son terme général est négligeable de-

t2e7m = 0. On peut utiliser

n + 1)0‘ e~ (n+1)

1 , . . p
vant 3 (terme d’une série convergente). Car lim, o n

e*’n

ausst le critere de D’Alembert ou de Cauchy, en effet, on alim, | o <
n

el < 1.
s . oL . a
Pour le critere de Cauchy, on a lim, o (n%e )" = lim, . nne !,

Inn « . . . _ 1 _
e*n — 1, a linfini. Donc, lim,,_,, o (n%e )" =e 1 <1

a
or nr» =

‘ - e
2. Le terme général d’une suite convergente tend vers 0 par suite lim,,_, o — = 400.
n

e : oz e ‘
Comme la fonction — est croissante pour xa, car (z~%") = (z — a)z~*'e. Soit
T

n

e
maintenant A > 0, AN € N, on choisit N > « tel que Yn > N, — > A. Par suite
n

T N T

e e . . €
Ve >N>aona—>—>A. Cest a dire lim,_,,, — = +00
z*  N@ e

Solution de ’exercice 6 Considérons la suite de fonctions f,(x) =e ™", on a

+oo st x <0,

lm e™ =<1 st x =0,
+ .

e 0 st x>0

1 s2 z=0

Done, f, converge simplement vers la fonction f(x) = { 0 si 20

" sur [0, +ool.
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On a supp oo |fu(z) = f(2)] = supjg 4o e™™ = 1, Vn € N. Par suite, la convergence
n’est pas uniforme sur [0, +oo| ni méme sur |0, +o00[. mais on a une convergence localement
uniforme sur |0, 400], car pour tout € > 0, SUP[ oo € =€ " =0 quand n — —+00.

Pour la suite de fonctions g,(x) = xe™™ on a

na {+oo st x <0,

lim ze™ = .
n——+o0 1 si x>0,

Donc, g, converge simplement vers la fonction nulle sur [0, co.
P ‘ . B -
Pour étudier la convergence uniforme, on eramine supj ;o[ |9.(T)| = supj o[ ve
Pour calculer son sup sur (0,400, on étudie la fonction xe ™" sur cet intervalle. On a

(ze ™) = (1—nx)e ™ qui est positive sur [0, 1] et négative sur [ﬁ’ +00[ par supyy 4 oo TE " =

-1
gn(%) = — — 0 a Uinfini, par suite la convergence est uniforme sur [0, +o0|.
n

sin nx 1
Pour la suite h,(x) = ! , on a Supyeg |hn(x)] < — — 0 a Uinfini, donc h,, converge
n

uniformément sur R vers la fonction nulle.

la suite k, n'est défini que sur [0,+o0[. Pour x > 1 k,(z) — +oo donc diverge. Pour
x=0oux=1ky(x) =0 pour tout n, elle est donc convergente pour x =0 ou x = 1. Pour
0<z<1onanz"lnx — 0. Donc, la suite k, converge simplement vers la fonction nulle
sur [0, 1].

Pour étudier la convergence uniforme, on examine supy  [kn(z)| = supjg ) —na"Inz. Or
(—na"Inz) = —na"'(nlnz + 1). Par suite, supy ) [kn(2)| = —kp(emn) = e ! » 0. La
convergence n’est pas uniforme sur [0, 1]. Remarquons que le nombre qui donne le mazimum
ew — 1 quand n — +00, par suite, pour tout 0 < a < 1, en posant € = 1 — «, il existe
N e N, pour toutn > N, on a l—en < 1—a, c’est a dire a < e pour tout n > N. Donc,

Vn > N supjg, —nz"Inz = —na"Ilna — 0. La convergence est donc localement uniforme

sur [0, 1[.

Solution de 1’exercice 7 1. Pour montrer que la série f(x) = Z(—l)”xwrl Inx, pour
n>0

x> 0 avec f(0) = 0 est uniformément convergente sur [0,1], on applique le critére
de Leibniz uniforme, il s’agit d’une série alterné, il suffit de montrer que le terme
général décroit, en valeur absolu, uniformément vers 0. on a supyy |z" 1 Inz| =
supp (=" Inx) or (=" Inx) = =™ ((n+ 1) Inz + 1). Par suite le sup est al-

; - n+1 €
teint en e n+1 et supjy gy [2" " Inz| = ——1 — 0.
’ n

D’ot la convergence uniforme de la série f(x). Remarquer que la série n'est pas
normalement convergente car le sup de son terme général est équivalent au terme
général de la série harmonique qui diverge. Mais il faut noter que la convergence
est toutefois localement normalement convergente sur ]0,1] car pour tout € > 0,
supy ) [r" ! Inz| = —""ne, pour n assez grand, et la série Y, . " Ine est
convergente.

2. Il s’agit d’une série alterné dont le terme général décroit uniformément vers 0,

1

en effet, Supjy | oo izl — 0. D’ou l'existence et la continuité de la somme de la

série sur [0, +oo[, qu’on la notera f(x).
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(-1

(n+x

2| =

—. La série des termes dérivés de la série f(x) converge normalement sur [0, +00]
n

et comme les termes dérivés sont continues alors la somme est de classe Ct. En fait,
f est de classe C*°. Car, pour tout entier k > 2, la kéeme dérivée du terme général de
«_1)n+k t_1>n+k 1 .
VAN = . Dot la
(n + )kt (n + z)k+t nk+1
convergence normale des séries de terme général les dérivées du terme de la série de
somme f(x).

Pour la dérivabilité, on a (

<—_1>>:ﬂ

o (et 2 Comme on a le supy 4 o ‘

la série f est égal a et comme le SUP|) 400

Remarquons qu’on a

e G VA S S o ) L BN S G ) L
f(x)_zn—ﬂ_z_;(n—l)Jr(erl)_E_;m_f(erl)'

n=0
Donc,
1
Ve >0, f(x)+ flz+1)= -
Solution de I’exercice 8 1. Concernant la série ), -, e converge pas norma-
= n
e " 1
lement sur [0, +oo[ ni méme sur |0, +00[ car SUP( 4 oo = SUPJg 4o —— = — et la

série harmonique diverge. Toute fois la convergence est localement normalement car
—nx —ne —ne
e e e

pour tout € > 0, supy, 4o —— = et la série ) ., —— converge car son terme
’ n n = n

général est négligeable devant — terme général d’une série de Riemann convergente.
n

—ne

On peut aussi remarquer que < e ™ terme d’une suite géométrique et comme

—ne
- . oy . . € .
< 1 la série géométrique converge par suite la série Y ., —— converge aussi
= n

—€

e
e—nz
et la convergence de la série Y, ., —— est normale surle,+00. La convergence n’est
= n

e—’l’LCIJ

méme pas uniforme sur |0, 4+o00| car Vn > 1, x —» admet une limite en 0 égale

n
a —, mais la série Y, o, lim, ., —— =>" ., — diverge. Donc, la série ) ., ——
n = n ='n = n
ne converge pas uniformément sur |0, +ool.

. e_nx
La somme de la série ) ., ——, qu’on notera f(x) est de classe C*>°, car pour

e
tout entier naturel k > 1, < ) = nkle™® g série anlnk_le_m est lo-

n
k—1_,—nx

calement normalement convergente, car SUP[c 1oo[ V" € k=le=n

=n €. Or, la série

Z k—1_,—ne t snéral t néals ble d ti (1 k1l ,—ne __
n>1 n (& converge car Son lterme generalte est negitgeavile aevarn 5 1My 100N (& =

0) terme général d’une série convergente. Par suite, la fonction [ est de classe C*.

La série an —— est normalement convergente sur [0, +00] car SUP[0 400 —3~ = 3
et la série ), -, — est convergente. La série des termes dérivées successives de —;
='n n

sont localement normalement convergentes sur |0, 400].
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—nx

Par suite la série ), 67 € C*>(]0, +o0]) N C°([0, +00]).

+oo
—1)"
Solution de ’exercice 9 Soit © > 0 et S(x) = Z L
“— nl(z +n)

1. La série S est localement normalement convergente sur |0, +o0o[. En effet,

1
= t la séri —
e ) et la série ), -, e )

n

Ve > 0, supp 400 est convergente

nl(x +n)

car son terme générale est équivalent a ol terme général d’une série convergente
nn!
nn! - 1
n+1n+1)! n+1
général de la série S est classe C* sur |0, +oo[ pour tout n € N et les séries de terme

— 0 < 1). Comme le terme

par le critére de D’Alembert (

.y ome 1s (=" (=1)"**k e
générale la k'™ dérivée de ﬁ qui vaut m terme général d’une série
nl(x+n nl(x+n
(_)n—i—kzk k

localement normalement convergente car supj o

n!(z + n)ktl nl(e + n)k+l ~

—1 terme d’une série convergente. Dot S est C*° sur |0, +ool.
nkt+in!

2. S'(x) est une série alternée, elle est donc de méme signe que son premier terme ——

22
qui est negatzf Donc, S est strictement décroissante

3 OnaS@) ="+, (( ﬂnn)

zS(x) = 1+Z%

+
- 1+Z :c—xl—nn Z :1:+n

n>1

Donc,

)" =
— 1+;—+Z n—1)! x+1)+(n—1))
(=1)" =L
=Lt aerien
= 6:1+S($+1)_

Finalement,

exS(z) —eS(x+1)=1

4. Comme la convergence est uniforme au voisinage de linfini (méme normale sur
[e, +00[) et comme tous les termes de la série admettent une limite nulle au voisinage
de Uinfini alors par le théoréeme d’interversion limite somme On a lim,_, ., S(z) = 0.
En remplagant dans la derniére égalité on trouve que lim, , . exS(z) = 1. C’est &

dire qu’au voisinage de Uinfini S(x) ~ —.

ex
_1)
Méme chose au voisinage de 0, S(z + 1) — S(1). Comme S(1) = ; (7(1+)1)! =
1)+t (=)™ 1 1 e—1
_Z n+1 _Z — = —(e —1):1—;2 . . Comme exS(z) —

n>0 n>1
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1

eS(x+1) =1 alors, lim,_,gexS(z) = eS(1)+1 = e, par suite, S(x) ~ — au voisinage
T

de 0.

Solution de ’exercice 10 On considére la série de fonction f(x) =Y fu(x) ot fu(x) =

T

n*(1 + na?)’

1.

fa(0) =0, Vn > 1, donc ) -, fn(0) = f(0) = 0. La série est convergente en 0.

Soit maintenant x alors x| ~ terme général d’une série convergente
5 n g g

no+ |z
pour tout « > 0. Donc, la série est (absolument) convergente pour tout x € R si, et
seulement si, a > 0

1 —na?

——. D
n®(1 + na?)? one

Etudions la convergence normale de la série sur R. On a f(z) =

1 L :
P La série est donc normalement convergente si, et
2n*T2

seulement, o > 5 Supposons pour la suite que 0 < a <

supg [fo(@)] = ful2) =

DO =

Montrons que la convergence est normale sur | — oo, —e| U g, 400], pour tout € > 0,
ce qui donne la convergence locale normale sur R. Soit € > 0, pour tout n > ng, o
1

T < & 0N a SuD|s. |fu(z)| = fu(e). Donc la série est normalement convergente

sur [e, +oo] pour tout € > 0. D’ou le résullat.
On pose R,(x) = Z fu(z). Comme la série est a terme positif (f est impair, on
k>n+1

x
Uétudie seulement pour x > 0), alors R,(x) > Zi"

=l k(1 + ka?)
k<2n, onak*<(2n)* < (2n)% =vV2ncar0 < a< % Par suite, pour tout n+1 <
1 1 . . 2n iy 2n x
k<2n, — > ainst, R,(x) > _ —_— > _ _—
~ Lo = \/% ( ) Zkfn—i-l k’o‘(l —f—kZL‘Q) Zkfn—i-l 2n(1 + ka)

2n X \/ﬁl’

D’aprés ce qui précéde R, (x) > . = . Donc
P e (@) 2k=n 2n(1 + 2na?) V2(1 + 2na?)
Vnx 1 , 1
————— = —. Le sup est atteint pour x = ——. Donc
0T V2(1 + 2na2) 4 P P V2n
la série n’est pas uniformément convergente sur [0,¢|, pour tout € > 0.
On pose f(x) =), -1 falT).

(a) Pour tout o > 0, la série est localement normalement convergente sur |0, 4+o00|, de
plus que les termes de la série sont tous continues sur R alors la fonction somme
f est continue sur 10, +ool.

. Pourn+1<

SUpyg ¢ Fn(z) > sup

. 1 .
(b) Sia > 5 la convergence de la série est normale sur sur R et comme les termes

de la série sont tous continues sur R f est continue sur [0, 4+00].
x

VL 1?) )
i+ ka?) = Fo(L+ Ea?)

g(t)dt < ;m < f().

1
(¢) Pour 0 < a < 5 et x > 0, on pose g(t) = pour t € [1,+o0[. Pour

tout k € N*, pour tout t € [k, k+ 1], g(t) < , donc,

n

k+1
L —  d
/k g(t)yat < (1 ) ce qui donne

—
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Ceci pour tout n € N*, donc la fonction g est intégrable sur [1,+oo[, de plus,

oo
f(a) > / o(t) dt.

(d) On a /1+Oog(t) dt = /1+OO 2% dt =2 [arctan(x\/g)}

(e) D’apres la derniére inégalité lim, o+ f(x) > lim, o+ m — 2arctanx = m alors que
f(0) =0 par suite f ne peut étre continue en 0.

“+o0
= — 2arctan x.
1

Solution de I’exercice 11 On consideére la série de fonctions

S@) =3 i‘i)s =3 (1) a(a).

n>1 n>1

1

<
r+n+1  x+n
vp(x) décroit vers 0, lim, oo = 0, donc la série S(x) est convergente pour tout

x €] — 1,400], par suite elle est bien définie sur I.

1. Soit v €] — 1,400], la série S(x) est alternée et comme , la suite

2. 1l s’agite d’une série alternée de fonctions dont le terme général est continu, comme
L . ) 1

la décroissance de la suite v, est uniforme car v,(x) < 7 pourn > 2 la conver-
n p—

gence de la série est uniforme . Le théoréme de continuité garantit la continuité de la

fonction S sur I.

3. La série de terme général la dérivée de celui de S est aussi alternée et on a vl (x)
1 1

< .
(n—l—m)Q‘ (n—1)2
uniforme de la série de terme général la dérivé de v,. Donc, S est dérivable.

décroit vers 0 uniformément, |v](z) = D’ou la convergence

—1 n+1
OnaS(z) =), % le signe de S est celui de son premier terme qui est
“(z+n
1
——— > 0 donc S est strictement croissante sur 1.
(x+1)2

4. Comme S’ est continue comme somme uniforme de fonctions continues, alors S est

de classe C',
1 1

m+1+m—|—2

5. S est alternée donc — < S(z) < — . D’ot lim,, 1 S(x) = —o0 et

lim, o S(z) = 0.

z+1

M. MOUSSA 39



CHAPITRE 5. TRAVAUX DIRIGES

Corrigé de la série 2 du T.D d’analyse 4
Novembre 2017.

Solution de ’exercice 12

(1!
x
n(n?+ 3n + 2)

n
I

Solution de ’exercice 13 On considére la série entiere susvante : E
n>1

1. Les coefficients de la série sont donnés par une fraction rationnelle, donc le rayon est

égale a 1.
xn
2. Pour la série Z(_l)n_l—,, on reconnait le développement de la fonction In(1 +
n>1 n+ 1
B n+1 . B 1 1
) = ;0(—1)”54_ T donc on peut conclure que ;(_1)"—1719:_ - = L ng(c +5U>'

Vx # 0. Ce développement est valable pour tout |x| < 1,car la série entiére est de

rayon de convergence égale a 1.
Pour la deuziéme série, ¢’est la méme chose,on réécrit la série comme suit E (-1t ) =
n
n>1

2
x
1 Ly In(1+ ) —Tt
— —1)" = . méme chose que précédemment, ce déve-
x? ;( ) n+ 2 x? quer ’
loppgment est valable pour tout |x| < 1,car la série entiére est de rayon de convergence
€gale a 1.

xn

n(n?+ 3n+ 2)
1 1 {1 2 1

ser la fraction rationnelle, on obtient, ==
f n(n?>+3n+2) 2

3. Pour déterminer la fonction 2:(—1)””1

n>1

,, 0N commence par décompo-

n n+1+n+2

1,]9&7’

suite,
(=)t 1 |1 2 1
no _ = _1n - n
;n(n2+3n+2)x 2;( ) n n+1+n+2 ‘
1] x" x" x"
= = B D e 1)1t _1)nt
2 ;( ) n ;< ) n—|—1+;( ) n+2
[ _ () ot s
In(l4+z) -+ —
1 —In(1
= = 1n(1+x)—2x ul —|—x)+ 5 2
2 x x
22
1x21n(1+x)—2x2+2xln(1+x)+ln(1+x)—x+?
T2 5 x?
1(1+x)21n(1+a:)—§x2—3:
T2 x?

La série entiere est convergente aux bords de [l'intervalle de convergence, donc la
convergence a lieu sur [—1,1].
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Comme conséquence, on peut dire que,

3

| (—1)n! 1 |
1 n = — = 1 — e ——
P = n(n?+ 3n + 2)35 nZZI n(n?+ 3n+ 2) ) x? 4
Chose qu’on peut calculer en écrivant,
Z 1 1 [1 2 n 1 }
nzln(n2+3n+2) 2nZl n n+l n+2
1 Z 1 1 Z 1 1
2 —\n n+l) =A\n+l n+2
1
.
2 2
1
= 7

Solution de ’exercice 14 Pour sommer la série entiere suivante, il suffit de dériver sous
le signe somme on trouve alors, le rayon de convergence étant égal a 1, donc le calcul se fait
sur Uintervalle | — 1, 1] et comme la série est divergente en 1 et —1, donc I’égalité n’aura lieu
que dans Uintervalle ouvert | — 1,1], on a

/
Ji.i gintl _ inxm _ 1 _ 1 1 n 1
n:04n—|—1 — 1—a24 2\1—22 1422/

Donc .
e :L.4n+1
= — th t
12 (argthx + arctan x)
De méme, sur|—1,1[, on a :
o0 n !
Z ZE4 +3 Z$4n+2 —2 _ 1 1 B 1 ‘
n:04n—|—3 1—24 2\1—22 1+22
Donc .
> 4An+3 1
v = — (argthx — arctan x)
= in+3 2

Solution de I’exercice 15 Pour la premiére série, en décomposant en élément simple, on
reconnait le développement de la fonction arctanx et celui de In(1 + x), en effet, on a

(-" (- (=1)" . R
= - or on sait que, arctanx = E (—1) sur [—1,1]
2n+1)2n+2) 2n+1 2n+2 — 2n+1
donc on a,
<3 (=)™ T =% "
E_O il 1 de Uautre coté, In(1 + x) = ngzo(—l)”n_'_ T sur | — 1,1]. Done, on peut

passer a la limite au voisinage de 1 car les deux séries admettent une limite en ce point, on
a d’abord,

= (2n + 1)( 2n+2 =2 o mr2 " ’
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Les deux séries a droite admettent une limite lorsque x — 1=, donc de méme pour la série
a gauche. L’égalité (unicité) de la limite donne :

+o0
(—1)" 1 7 In2
— arctanl — = In(1 +1) = & — o2,
;;@n+n@n+m arctanl = 5 In{l+1) =7 ==

Pour la deuzxiéme série, on peut refaire la méme chose que précédemment, avec une décom-
position en élément simple en reconnait le développement des fonctions In(1—2x) pour |x| < 1

2n+2
400 T

"= (2n+1)(2n + 2)
| = 1,1[. La série peut étre prolongée en 1 et —1 (fonction paire) car la série converge pour
xr = 1. En dérivant, on obtient,

et celui de argthx. On peut aussi penser a poser la série f(x) = sur

—+00
$2n—|—1

f(z) = 22 ol In(1+z) —In(1 — z).

fl)=[z+1)In(l+2z)—z]+[1—-2)In(l—z)+z]=(1+2)In(1+2)— (1 —2)In(1 —x)

Donc, en passant a la limite a gauche de 1, on trouve,

+00 1
> =21In2
— (2n+1)(2n +2)
+oo eine
Solution de ’exercice 16 Considérons la série entiére suivante : x".
n=1
ei(n—i—l)@
1. Son rayon de convergence est égale a lim,,_, — =1
e’LTL
+oo 6in9
2. La série Z z" est convergente pour |x| = 1 (pour 6 €]0,2x[ ) elle est méme
n
n=1
6in0 inf

normalement convergente sur [—1,1] car SUP[_1,1 "

= , et la série de terme
n

inf

converge, pour 6 €]0,2x|[, donc la fonction somme, qu’on note f est

<X sin(nf)

générale

continue sur [—1,1], par suite la valeur de la série numérique Z n’est autre
n=1
que Imf(1). Reste maintenant, ¢ donner explicitement la fonction f. On a

0 20 20

+oo
/ _ inf .n—1 _ € — 1 — e - — e -
/() ; e l—ze® e —5 (e —2)(e® —z) 22+ 1—a(e? +e0)
sin 0
(z — cos0)? + sin?§’

o sin @ t—cosf\ " x — cosf
Imf(z) = —— = |arctan | ——— = arctan | ———— | —arctan
o (t—cosf)?+sin”0 sin 6 0 sin 6

Ce qui donne, pour x =1,

Par suite, pour 0 ¢ nZ,Inf'(x) = done,

1 —cost

2sin%(6/2
= arctan( sin”(6/2) >+g—arctantan9

Imf(1) = arctan ( 2sin 0 cos(6/2)

1
+-arctan
) tan 6

sin 6
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ce qui conduit a,

+oo .

0 —0

Imf(1) = Z smnn = arctan tan(6/2) + g — arctan tan = FT
0

Solution de ’exercice 17 Soit la série entiére > a,z" telle que ag = 0, a3 = 1 et a, =
Apn_1+ ap_1 pour n > 2.
1. Montrons que pour tout n > 1, a, > 2"1. C’est vérifiée pourn =1, a; =1 < 2°. S,
la relation est vérifice jusqu’a lordre n, n > 2, alors apy1 = Ay + @p_q < 27712072 <
2 x 2"l =9n,
2. Puisque la suite (a,) est positive (par récurrence) et a,, < 2" 1 n > 1, la série Y a,2"
converge si la série Y 2"z" converge, or cette derniére est de rayon de convergence,

1 1

2n+1 = 5 .
2n

hmn—>+oo

Donc pour tout |z| < § la série Y 2"z" converge et par suite Y a,z" converge aussi,
.. . . L 1 - 1 .
ce qui implique que son rayon de convergence est au moins égale 5. i.e R > 5. Soit

+oo +oo
flz) = Zanz” =ap+ a1z + Zanz”
n=0 n=2

400
= 2+ Z(an_l + ap_2)z"
n=2
+oo —+o00
= z+z2 Z U121 4 22 Z Ay 2" 2
n=2 n=2

= z+z2f(2) + 22f(2)

Finalement, on a bien (1 — 2z — 2%)f(2) = 2. Cest a dire f(z) = % =
—z—z
z 1 Vo1 Vb +1
- = avec zy = ———— et 29 = —
(z—21)(z— 22 22— 2) ! 2 ? 2 7

la décomposition en élément simple, donne, z1 — 2o = /5

29 1 2 1 V5 1 1 V5 1

f(Z):Zl_ZQZ_ZQ_Zl_ZQZ_Zl:? i_l_i_l :? 1_i_1__
Z2 21 21
Y V5 -1
Done, le rayon de convergence de f est inférieur ¢ min(|z1], |22]) = |z1] = 5
3. On a, pour |z| < |z1|, 2120 = —1, R = |z
-2 (S (2) -2 (2)) -2y (2= o - B
z) = — — | - — = — =)= —1)"(25—=
5 n=0 “1 n=0 2 5 n=0 (2122)n 5 n=0 i 1
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+0o 3n

x
Solution de ’exercice 18 Le rayon de convergence de la série Z m est égal a +oo.
n)!
n=0
+oo x?m—l
Donc, la fonction somme est définie sur R tout entier, on remarque que, F'(x) = Z —
“—~ (3n —1)!
foo 302 ) f> 303 I 30
F'"(x) = —— et F¥)(x) = — = —— = F(z).
(%) ;(371—2)! (z) ;(Sn—?))! HZ:O(?)TL)! (z)
Done, F wvérifie 'équation différentielle linéaire du troisieme ordre y®=v=0 y(0) = 1,
y'(0) = 0 et y"(0) = 0. L’équation caractéristique est donnée par r> — 1 = 0, qui admet
pour racine, 1 = 1, ry = ei%w, ry = Ty = e~"5 . La solution générale est de la forme,

y(x) = Ae” + Be=3+1%)e 4 Ce(=3-1)2 . Pour déterminer F la solution eracte, on vérifie

les conditions initiales, on obtient alors,

A+B+C =1
A+7’2B+T_20 =
A+7mB+1rC = 0

o

1
Ce qui donne, A=B=C = 3 Donc,

1 2 3
F(x) = gex + ge_f Cos (\/7_93)

26 5
Solution de ’exercice 19 , pour développer la fraction, f(x) = ( < 2)2(2+ 0y’ on com-
T — T —

mence par la décomposer en élément simple, on trouve alors,

i) 1 1 1Y 1 1 1 1

xT) = — = —_ = — — J—

2r—1  (z—2)? x—2 1—2x 21172 1—2x
2

1
Pour, |z| < 5 ona

. 1 &= :L’n/ +Oo2 n R on n+1 n

fa =3 (2 (5) ) ~Xe=-2(2+ 5 )«
n=0 n=0 n=0

Solution de I’exercice 20 Pour développer en série entiére la fonction, (1+ z)*, on com-

mence par remarquer qu’elle vérifie une équation différentielle simple, puisqu’on a (1 +

x)f'(x) —af(x) =0, avec f(0) = 1. Si on suppose qu’elle est développable en une série en-
tiere, S(x) =D ana", la série vérifierait alors I’équation différentielle, (1+ )y —ay =0
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avec y(0) = 1. Ce qui nous conduit a,

0 = (1+2)5(x) — aSz) —aS(x)

—+00 +oo
= (1+ux) Z na,z" ' —a Z apz"
n=1 n=0
“+00 “+00 “+00
= Z na,x" t + Z na,xr" — o Z anx"
— n=1 n=0

+oo +oo
- Z(n + Day2™ + Z(n —a)a,az”
n=0 n=0
+oo
— Z [(n+ 1)ap — (o — n)ay] 2™
n=0
D’ot la relation récurrente entre les termes de la suites, (n + 1)ap+1 — (o — n)a, = 0, pour
1 n
tout n, ce qui conduit a, d’une part au rayon de convergence car, on a In lim,, o0 Gnt1) _
. n—o . Y
lim,, 4 o0 il =1 par suite R =1 d’autre par itération, on a,
a—(n—1) a—(n—-1)a—(n—-2) (a—n—1))a—-(n—-2)) - (a— 1)«
p = ————a,_1 = (po=...=
n n n nn—1)---2x1

Comme ag = f(0) =1, on obtient finalement,

ala—1)--(a=n+1)
n!

Ap —

Par suite, la fonction (14 x)* est développable en série entiére sur 'intervalle | — 1, 1] et on
ala—1)---(a—n+1)

n! '
Pour calculer le développement en série entiere de la fonctin arcsin, on commence par

a(1+z)*=>"%a,2" avec a, =
. Pyl ) \ . PR ]‘ .
calculer celui de sa dérivée Nimwrk Or, d’apres ce qui préceéde pour o = —5 on obtient
+x

Ll S x 2l Ix3x--x2n—1 2x4x---x2 2n)!
a, = —2 2 —(=1)" n n_ (2n)

On en déduit alors que, pour |z| < 1,

m 22% mE

et,
X (2n)! at

resinx = =
arcsin Z 22n(nl)2 g2n+1
n=0
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Solution de ’exercice 21 D’une part, on a pour |x| <1,

T dt
J) = /Owl—xcos%'
/2 dt
Jo (1 —z)cos?t + +sin®t

> dt/cos’t

/0 (1—x)+ tan?t¢
> d(tan®t)

/0 (1 —x)+ tan?t

1 [ . ( tant >]”/2
= ——— = |(arctan
\/1—ZE \/1_27 0

s N s . I _
d’apres l'exercie précédent = 22”(71!)296
n=0
D’autre part, toujours pour |z| < 1, on a
+oo
dt 2n n
1—zcos?t HZ_OCOS t

La convergence de la série est normale, par rapport, a la variable t sur R tout entier, car
supg | cos®™ tz"| < |x|™ et la série numérique, x étant fizé, :2% |z|™ est convergente pour
|z| < 1. Donc, on peut intégrer, par rapport a t, terme a terme sur tout intervalle de R.

Donc,
T 400

3 dt 2 9
—_— = cos“™ tax™ dt
/0 1 —zcos?t /0 nz%

+oo us

2 2n n

= Z(/ cos tdt)x
— 0

n=0

Lunicité de la série implique alors que les intégrales de Wallis,

@)l o
Wn = 22n(nl)2 2"

M. MOUSSA 46



	Séries Numériques
	Introduction
	Série convergente, série divergente
	Critères de convergence des séries numériques à terme positif
	Séries à terme quelconque

	Suite & Séries de Fonctions
	Suite de fonctions
	Continuité, intégrabilité et dérivabilité de la limite d'une suite de fonctions
	Série de fonctions
	Propriétés des séries de fonctions

	Séries Entières
	Définition d'une série entière
	Rayon de convergence
	Propriété de la somme d'une série

	Séries de Fourier
	Définition d'une série de Fourier
	Séries de Fourier

	Travaux Dirigés

